Determination of Number of Measuring Points in Roundness Measurement by 赵前程 et al.




表面的确定性成分和随机成分, 设计出基于 FFT 全域插值的二次判别法对测量点数的合理性进行判别。给出二次
判别法的定量判别依据、判别程序, 并最终得到圆度的估计值以及不确定度。
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Abstract
Roundness is a k ind of shape erro r, w h ich u sually needs to be exp ressed quan t itavely in geo2
m etrica l m easu rem en ts. T he num ber of m easu ring po in ts w ill inf luence the m easu ring p recision
and co st. In th is paper, a criterion called tw ice m easu ring p rocesses w as designed to determ ine
the num ber of m easu ring po in ts. T he gist and p rogram of the judgem en t w ere given and the est2
im ated value of roum dness and its uncerta in ty w ere ob ta ined by th is m ethod.
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率地实现最小区域或最小二乘法评定[1～ 3 ], 总的说
来, 这方面的研究已比较成熟。Dow ling 提出在测量
工件的形状误差时要综合其确定性成分和随机因素
来考虑布点策略, 但没有给出具体的结论[4 ]; 久曾神
煌从谐波频谱的角度对圆度测量点数的选取问题进
行了研究, 并得出经验公式为[5 ]




认识, 而且测量点数较多 (如M = 5, 容许误差Q =
1% , 则要求测量点数N = 110) , 且无法对点数的合
理性进行判别, 所以没有太大的实际意义。其他有关
这方面的研究可参阅文献[ 6～ 9 ]。
1　最小二乘圆度测量原理和存在的问题
设在圆上均匀测量N 点, 各点的坐标值为 (x i,
y i) ( i= 1～N ) , 圆方程为
(x - a) 2+ (y - b) 2= R 2 (2)
式中　 (a , b) ——圆心坐标
　R ——圆的半径
则通过最小二乘法寻找最优的圆心坐标 (a′, b′) 和




( (x i- a′) 2+ (y i- b′) 2- R ′) 2 (3)
则圆度为
E = m ax (x i- a′) 2+ (y i- b′) 2 -
m in (x i- a′) 2+ (y i- b′) 2 　 ( i= 1, 2, ⋯, N )
(4)
圆表面形状具有周期性的特征, 因此可以对测
量数据作 FFT 处理, 变换到频域进行分析, 得到圆
周上的各次谐波组成, 然后作 FFT 全域插值, 即由
各次谐波的幅度和相位重构圆表面形貌, 再采样N 1
点。则对 FFT 全域插值得到的N 1 点数据进行最小
二乘处理往往可以得到优于直接最小二乘 (N 点)
的圆度估计值。
例如令圆的半径为 50 mm , 仅含有确定的二次
谐波, 谐波幅度为 015 mm , 表 1 列出当初始相位等
于 015 rad 时, N 点直接最小二乘的圆度和经过
FFT 全域插值 (N 1= 512) 后再计算出的圆度与测量
点数 (N )的对应关系。
表 2 列出当N = 32, 初始相位等于不同值时的
圆度结果。
表 1　N 点测量直接最小二乘圆度和经 FFT 插值后计算的圆度
Tab. 1　D irect LM S c ircular ity and LM S c ircular ity by FFT in terpolating (with N measured data) mm
测量点数N 4 6 8 10 16 18 30 32 64 128 256 512
最小二乘 01878 01866 01878 01935 01960 01985 01994 01994 01996 11000 11000 11000
FFT 全域插值 01878 11000 11000 11000 11000 11000 11000 11000 11000 11000 11000 11000
表 2　32 点测量直接最小二乘圆度和插值后计算的圆度
Tab. 2　D irect LM S c ircular ity and LM S c ircular ity by FFT in terpolating (with 32 measured data) mm
初始相位örad 0 012 015 017 110 112 115 210 215 310 315 410 415
最小二乘 11000 01985 01994 01996 01984 11000 01998 01999 01990 01990 11000 01997 01983




量精度, 如果采用 FFT 全域插值计算圆度, 只需满
足采样定理即可, 即N 大于最高谐波次数的 2 倍,
如取 3 倍 (当取N 等于最高谐波次数的 2 倍时, 最
小二乘或 FFT 全域插值得到的圆度是初始相位的
函数, 其圆度值从零变化到 2 倍的谐波幅值, 因此,
















量点数, 对测量序列作 FFT 变换, 得到各次谐波的
幅度和相位。由于可能存在频率混叠现象, 一次测量
过程无法对点数的合理性进行判别。如测量点数
N = 16, 则 4 次谐波代表的谐波频率可以是 16k±
4 (k取整数)的任一个谐波分量或几个谐波分量的叠
加。在存在频率混叠的情况下, 采用 FFT 全域插值
将会带来分析结果失真。如果对圆形工件再测量一
次, 设测量点数为M ′= 15, 则此时 4 次谐波代表的
谐波频率可以是 15k±4 (k 取整数)的任一个谐波分
量或几个谐波分量的叠加。两次测量结果的频谱一
致, 则说明在一个较高的谐波频率范围内没有频率
混叠, 例如就第 1 次测量点数N = 16, 第 2 次测量点
数M ′= 15 而言, 该谐波频率范围为 (0, J ) (J ≠J i,
i= 1～ 7) , J 满足
J = 16k 1= 15k 2　 (k 1, k 2∈Z) (5)
J i 满足
　J i= 16k 1±i= 15k 2±i　 (k 1, k 2∈Z, i= 1～ 8) (6)
解得: J = 240, J 1= 31, J 2= 62, J 3= 93, J 4= 124,
J 5= 155, J 6= 186, J 7= 217。由此可见, 当N = 16,
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M ′= 15 时, 除个别谐波成分以外, 可在 (0, 240) 谐波
频率范围内判定有无混叠产生。
图 1 为含有 4 次谐波和 12 次谐波成分的 16 点
和 15 点频谱图。可以看出, 取测量点数为 16 时, 两
个谐波混叠为单一频率的信号; 取测量点数为 15
时, 12 次谐波混叠为 3 次谐波的信号。两个频谱不
一致, 说明有混叠产生, 需要增加测量点数。
图 1　轮廓上存在 4 次谐波和 12 次谐波的频谱图
F ig. 1　Spectrum s of a circu lar p rofile w ith
4th harmonic and 12th harmonic
(a) 测量 16 点时的频谱　 (b) 测量 15 点时的频谱
　
综上所述, 二次判别法测量过程首先估计圆的
最高的谐波成分 (最高谐波次数为 r) , 预确定测量
点数N 进行测量。如: r≤5, 可取N = 16; r≤10, 可
取N = 32; r≤20, 可取N = 64, 等等。然后测量点数
减 1, 即N - 1, 重新测量, 对两次测量数据作 FFT
谱分析, 对比谱分析结果, 对点数合理性进行判别。
若合理, 则以N 点数据进行 FFT 全域插值, 计算圆
度; 若不合理, 则需增加测量点数, 如取测量点数为








设圆形工件表面含有 3Ρ= 0103 mm 的正态分
布随机误差 (含测量误差) , 在圆上均匀采样 512 点,
进行最小二乘法处理 (对于最小区域法, 下面的结论
同样适用) , 做 500 次的仿真实验, 结果如图 2。
从图中可以看出, 圆度也是随机的, 大致呈正态
分布, 500 次圆度的均值为 01061 mm , 3 倍标准差
3Ρ1≈ 01015 mm = 3Ρö2。所以对于存在随机误差的
情况, 仅给出圆度值是不够的, 必须要给出它的不确
定度。
图 2　轮廓含随机噪声时 500 次测量圆度
估计值直方图
F ig. 2　E stim ated circu larity h istogram of a circu lar
p rofile w ith random no ises (w ith 500 m easured data)
　
表 3 列出不同的测量点数时, 经 500 次的仿真
表 3　轮廓含随机噪声时圆度估计值的均值和标准差
Tab. 3　M ean value and standard dev iation of estimated
c ircular ity of a prof ile with random no ises
in d ifferen t number of measured data mm
测量点数
N
16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096
均值 01035 01041 01047 01052 01057 01061 01065 01069 01073
3Ρ1 01017 01018 01015 01014 01015 01015 01013 01010 01010
实验得到的圆度估计值的均值和标准差。
由表 3 可以看出, 随着测量点数的增加, 圆度均
值越来越大, 标准差呈减小趋势, 这与随机误差的特
征和圆度的定义相适应。当N = 512 时, 圆度均值约
等于随机误差的 3Ρ的 2 倍, 标准差约等于随机误差
标准差的 50% , 较好地反映出随机误差对圆度的贡
献, 因此可以将此时的圆度均值定义为标准值。定义






定的谐波分量和随机噪声, 谐波次数分别为: 2, 4, 5;
幅度分别为: 013 mm , 012 mm , 0101 mm ; 相位分
别为: 217, 015, 117 ( rad ) ; 随机误差服从 3Ρ=
0103 mm 的正态分布。取不同的测量点数 (对于确定
性谐波, 符合采样定理) , 按 FFT 全域插值分别进行
500 次的仿真测试, 其圆度计算值大致符合正态分
布, 其估计值的均值和标准差 (Ρ2)如表 4 所示。
表 4　轮廓含确定的谐波及随机噪声时的
圆度估计值的均值和标准差
Tab. 4　M ean value and standard dev iation of estimated
c ircular ity of a prof ile with ascerta ined harmon ics and
random no ises in d ifferen t number of measured data
mm
测量点数N 16 32 64 128 256 512
圆度均值 01779 01781 01786 01793 01799 01803
3Ρ2 01035 01031 01030 01026 01020 01016
　　当N = 512 时, 直接进行最小二乘法处理, 得圆
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度的均值为 01803 mm , 3Ρ= 01015 mm。由此可以看
出, 点数较少时, 由于随机误差的影响, 圆度计算值
存在偏差, 这种偏差随点数的增加越来越小。实际




















式中　A N ( i)、A N - 1 ( i) ——各次谐波分量的幅度
因此, 参数 ∃ 表征的是引起频谱差异的随机成分的
平均能量平方根值, 即标准差, 联系上面对仅含随机
误差的圆度的分析, 考虑采用 6∃ 作为修正值对圆
度进行修正。对应表 4 的参数, 修正后的圆度均值如
表 5 所示, 可以看出, 修正的效果明显。
表 5　不同测量点数时圆度均值、修正值及
修正后的圆度均值
Tab. 5　Compen sate va lue and mean value of
compen sated c ircular ity mm
测量点数N 16 32 64 128 256 512
圆度均值 01779 01781 01786 01793 01799 01803
修正值 (6∃) 01023 01015 01010 01007 01005 01003
修正后的圆度均值 01802 01796 01796 01800 01804 01806
由实验得知, 6∃ 不但可以修正圆度误差, 同时
可以用 k·6∃ 表征圆度的不确定度, 对于N = 16,
32, 64, 128, 256, 512, 其不确定度 k 可分别取: 115,
2, 3, 315, 4, 418。下面举例说明: 令圆表面含有 3
个确定性的谐波成分和 3Ρ= 0103 mm 的随机误差,
谐波次数分别为: 4, 11, 20; 幅度分别为: 015 mm ,
012 mm , 0103 mm ; 相位分别为: 015, 112, 211
( rad)。取N = 64, 做 500 次的仿真实验, 得图 3 所示
得统计直方图, 由图可以看出, N = 64 的二次判别
法测量精度接近N = 512 的测量结果 (经计算, 可得
6∃= 01010 mm )。
图 3　圆度估计值统计直方图
F ig. 3　E stim ated circu larity h istogram s of a
circu lar p rofile















异, 当发生频率混叠时, 6∃ 值将增大, 相应的不确定
度增大, 但是如果发生频率混叠的谐波幅度较小, 对
圆度的贡献不大, 则不需要增加测量点数; 同样, 在
满足采样定理的前提下, 如果随机误差的能量偏大,




参数 6∃ 既反映频谱的总体差异, 又与不确定
度相关, 因此可以以 6∃ 的相对值作为判别依据, 即
在二次判别法测量时, 计算出圆度估计值 E 和 6∃ ,
根据测量精度的要求, 给出判别阈值 e, 令 e′为
e′= 6∃öE (7)
则一致性判别准则为: 如果 e≥ e′, 则判别点数合
理, 如果 e< e′, 则点数不合理, 需要增加点数。
例如圆工件表面有 3 个谐波成分, 谐波次数分
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别 为: 2, 13, 20; 谐 波 幅 度 分 别 为: 015 mm ,
0105 mm , 0101 mm ; 谐波相位分别为: 012, 115,
310。用二次判别法进行测量, 并设 e= 1%。首先取
N = 16, 测得圆度 E 为 11073 mm , 6∃= 01119 mm ,
判断点数偏少; 增加点数到N = 32, 测得圆度 E 为
11094 mm , 6∃ = 01022 mm , 判断点数仍然偏少; 增
加点数 N = 64, 测得圆度 E 为 11084 mm , 6∃ =
01000 mm , 点数合理, 结果有效。现在在上述的圆上
加上 3Ρ= 0103 mm 的随机误差 (注意: 20 次谐波幅
度已小于 3Ρ) , e 不变, 用两步法进行测量, 结果如
下: N = 16, 圆度为 11050 mm , 6∃= 01120 mm , 判断
点 数 不 够, 增 加 到 N = 32; N = 32, 圆 度 为
11069 mm , 6∃ = 01023 mm , 判断点数仍然偏少, 增
加到 N = 64; N = 64, 圆度为 11086 mm , 6∃ =
01010 mm , 判断点数合理, 则圆度为 11091 mm +
6∃ , 即: 11096 mm , 不确定度为 3 倍的 6∃ , 即:
01030 mm。
图 4 给出N = 64 时的两步法测量的圆度直方






图 4　512 点测量和两步测量法 64 点测量圆度直方图
F ig. 4　E stim ated circu larity h istogram s of a circu lar
p rofile w ith 512 m easured data and w ith 64 m easured
data by tw ice m easuring p rocesses
(a) 512 点直接最小二乘法圆度估计的直方图







分别进行点数为N 和N - 1 的均匀布点采样。③计
算参数 6∃ , 并以点数为N 的测量数据通过 FFT 全
域插值估计圆度, 并依 e 指标进行一致性判别, 判断
点数的合理性。④若点数合理, 则得到圆度的估计值
及其不确定度; 若点数不合理, 则增加点数, 回到②。
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